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i Planen, som af to givine Keglesnitsbundter skares
i den samme Involution. Vinkelspidserne i den
Trekant, de danner, er de tre Skeringspunkter mel
lem to Keglesnit, et af hvert Bundt, og det fjerde
Skaringspunkt er Restpunktet til de 4 4 4 Punkter,
der bestemmer Bundterne. ~Endepunkterne af hver
Trekantside danner et Punktpar i Involutionen paa
samme Side.

Sandsynlighedsregning og Telefonsamtaler.

Af Al K. Erlang,

Skent -der 1 Telefonien paa flere Punkter opstaar Spergs-
maal, hvis Lesning herer under Sandsynlighedsregningen, er
denne, saavidt man- kan se, hidtil jkke bleven brugt meget paa
dette Omraade. I saa Henseende danner det kebenhavnske
Telefonselskab en Undtagelse, idet Hr. Telefondirektor F. Jo-
hannsen i flere  Aar har benyttet Sandsynlighedsregningens
Metoder til Losning af forskellige Opgaver af praktisk Betyd-
ning og ligeledes sat andre i Arbejde med Undersogelser af
lignende Art. "Da et og andet heraf maaske kan vere af In-
teresse, og da der til Forstaaelsen aldeles ikke kraeves serligt
Kendskab til Telefonsager, vil jeg meddele det her.

I. Sandsynligheden for et givet Antal Opringninger i et
Tidsrum af given Leengde.

Det forudsettes, at der ikke er storre Sandsynlighed for
Opringning paa det ene Tidspunkt end paa ethvert andet, Lad
a vere den givne Tid, » Middelantallet af Opringninger i Tids-
enheden. Vi vil soge Sandsynligheden S, for o Opringninger
i Tiden @ og derefter Sandsynligheden .S, for netop x Op-
ringninger i Tiden 4." Da ’

na

P
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er Sandsynligheden for ‘Opringning i Tiden %’ naar » er

uendelig stor, er
na

I_*.__.

7
under ‘samme  Forudsaetning Sandsynligheden for o Opringnin-

AR, a
ger i Tiden—. Man faar da:
7

@ S, = lim(l — ?f‘—‘).-.. e,
rimro v
For nu at finde .Sy kan man dele Tiden a i # lige store
Dele, hvor »>x, og udtage x af disse Dele, hvilket kan ge-
res paa’ K. i Maader. Vi sgger nu dels Sandsynligheden for,
at der falder 1 Opringning paa hver af de z Dele, dels Sand-
synligheden for, at der i den evrige Tid

alr —x)
7

ikke falder Opringninger. Den  forste Sandsynlighed er, naar

# er uendelig stor,

den ‘sidste er ifolge 1
Ll —x)
e r
Altsaa faar man:
nalr —x)

Se = lim &, (?f) e,

T== r
eller; idet
oK
Ilm T iy
r—w 7%
_ (ma)
{1 Sy = P ¢

Denne Formel bliver simplere, naar man satter »a, Antal-
let af Opringninger, der gennemsnitlig falder paa® Tiden e, lig
med »2. Man har da:

(1) Si=pemm
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2. Fordelingsloven.

Naar man i den fundne Formel lader z antage alle hele
Verdier fra o opefter, er den Udtrykket for en vis »Fejllove
eller - sFordelingslove.  Man - ser straks, at Summen  af alle
Sandsynlighederne er 1, som  den skal vare; endvidere, at
Sandsynlighederne for et lige og for et ulige-Antal Opring-
ninger er henholdsvis

£m o pm em —e

o
2e™ B 2em

Fordelingslovens Hovedegenskab er den, at alle sHalvinva-
riantérne« er - lig ‘med 2} jeg vil herom henvise til T. N.
Thiele: Theory of observations (London 1903) og her ngjes
med at vise, at Middelfejiskvadratet er m; man faar: -

(1‘3‘”;: 24mm? o 3hmd o 4%mt

'[ - E & ii ..)g«m__”i%

o 1;3_2 L, 317:4 m~ m‘* kﬁ m s

= (%™ | me’“) oM m2 .

De simple Forudsatninger,  som har - fort til den simple
Formel III, vil naturligvis ikke altid ‘vaere opfyldt i Praksis;
man kan saaledes taenke sig, at en Forretning i hver Uge har
visse travle Dage, svarende til- et Middeltal 7, og mindre
travle, svarende ' til et - Middeltal . #2,; lad den travle Del af
Ugen vare p,, den mindre travle Del g, hvor g+, = L.
Vil man her udtrykke Variationen i Dagenes Antal Opring-
ninger ved en enkelt: Fejllov, finder man, at Middeltallet er

2y = ettty
men Middelfejlskvadratet er
D12y (g — m,)?

storre - end  Middeltallet.  ~Da imidlertid “den forrige, simple
Teori gennemgaaende viser sig at svare rigtig godt til' Erfa-
ringen fra Optellinger, vil vi i det folgende holde os til den.
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Lad os tenke os, at en Abonnent har gennemsnitlig m
Opringninger aarlig, og at man paa Centralen af praktiske
Grunde ikke kan ‘teelle “hele Aaret, men kun en Brekdel «;
der bliver da en Forskel mellem det heraf udledte og det vir-
kelige Antal Opringninger i vedkommende Aar; hvor stor er
det tilsvarende Middelfejlskvadrat? ~Man faar:

m(1—q)

(5 4l = =)

[0

3. Ventetiden ved Telefonopringninger.

Vi vil antage, at enhver Telefonistinde modtager Opring-
ningerne fra visse bestemte Abonnenter; Systemet er ikke ind-
rettet paa, at hun kan faa Hj=zlp af Naboerne, selv om hun
har travlt, og de i Qjeblikket er ledige. Vi kan sige, at der
gennemsnitlig kommer 1 Opringning i Tidsenheden, idet vi
nemlig vaelger denne paa passende Maade. Ekspeditionen af
en Opringning tager ¢ Tidsenheder. "Hvis en Opringning tref-
fer Telefonistinden ledig, vil vi her regne, at der ingen Ven-
tetid bliver (i Virkeligheden gaar der en vis kort Tid, inden
Signalet bemzerkes). Er hun derimod i Arbejde med at eks-
pedere, maa den opringende Abonnent vente en vis Tid. Op-
gaven er nu at bestemme f{z), hvor f(z) skal betyde Sand:
synligheden for, at Ventetiden ikke er sterre end 2.

Sandsynligheden for, at den Tid, der i det Qjeblik Op-
ringning  finder Sted; er gaaet siden sidste Opringning, ligger
mellem Granserne

yogy+dy,
er ¢ ¥dy. Sandsynligheden for, at sidstnzvnte Opringnings
Ventetid har vaeret mindre end z 4+ y—¢, er

Sfle+y—1)

Herved faas, at .

£0) = f Floty—tesap.
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Denne Ligning giver ved Differentiation med Hensyn til z:

o

Fi=[ ety —nesay
y==0

- og ved delvis Integration:

Fl) =Fle—t) + jf’(z ty—ferdy.

- Altsaa har man:
" f(&) =fle)—fle — ) (V)
V Ved Integration kan man heraf bestemme f{(z) Stykke for
Stykke, idet man kan gaa ud fra, at f{g) =0 for £ < 0, og
- at f(2) for 2 = o skal springe fra o til 1—7¢ men for Resten
variere uden Spring.
Resultaterne bliver da
for o<l 50,

<<l 28,

2t <2< 3,

<z <4,

..........

nt<g<(n+ 1)t
fog=01—2t¢
o) = (1= (e + &= (t—2)
Sl = (1= (e” +¢¢*‘(:mz)+‘w)

_“henholdsvis:

2

/) =0—9 (f’+f’“‘(f—-z)+gz‘wt(2;“ ) +ez~36f(31_g)s)

...............

e H{—p) et (2f—2)? o™ (nt — z)“)

Aol 4 A R

Rigtigheden heraf ser man let ved at indsmtte Vardien af
S(2), taget fra den sidste -af disse: Formler, og Vardien af
Sla— 1), taget tra den neestsidste, i Ligning IV.

Ved den numeriske Beregning begynder man bedst med
" at danne en Tabel over Funktionen :
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for negative Vardier af # (f. Eks. med Intervallet 01} og for
positive hele Verdier af x; hertil kan benyttes en af de fore-
liggende Tabeller over log |z, af hvilke C. F. Degen: Tabu-
larum - enneas {Havniae 1824')— er den xldste og stadig den
bedste.
langs Skraalinier, og Summerne skal multipliceres med 1—¢;
saa har man Vardierne til den endelige Tabel, der giver f{2)

I den fremkomne Tabel skal man derpaa summere

som Funktion af z og # En saadan Tabel ef vist nedenfor.

Nt

\ *0 ‘1 23 4 ‘5 678910
z
0} 1000 900 800 *700 600" 500 - *400.°300 ‘200 '100. -"000
1} 1°000 995 8B4 *774  '663 - 553  '442 *33% ‘221 "111. 000
27| 17000 '1°000 “977 °B55 773 "611 489 ‘366 °244 "122 000
31 1°000 17000 991 ‘945 810 675 ‘540 405 °270 135 ‘000
4 | 1°000 - 1°000 ‘998 “967 ~BO5 ‘746 ‘597 ‘448 ‘208 ‘149 - "000
5| 1°000° 1000 999 ‘983 923 824 . *659 495 ‘330 "165 000
‘6 | 1'000° - 1°000 1000 992 ‘947 856 - ‘720 547 ‘364 °182" '000
*7.-1.1°000  1°000 1°000 ‘896 965 . 885 . "761 '605 '403 ‘201 "000
801 1°000 1°000 1°000 "898 977 910 792 "635 *445 223  "000
‘9| 1000 ~'1°000 1°000 *999 984 ' "931 ‘822 °665.°470 246 000
1°0} 1-000 1000 1°000 999 990 - *947 849 -804 495 ‘261 000
11 -} 1000 - 1°000 1 000.1°000 "993 ‘958 ‘872 722 ‘520 “276  -000
121 10007 1°000 1'000 1°000 995 - ‘067 891 ‘749 ‘545 ‘292 ‘000
1311600 1°000-1°000 1°000 997 - *975  '906 “773 "569 307 ‘000
1°4 -} 1°000° 1°000 1000 1000 “998  "980 920 794 ‘592 *323 000
15§ 1000 1°000 1°000 1°000  "999 '~ 985 ~ 932 ‘812 "614 *339 000
1°6 § 1000 1°000 1'000 1°000 999 ‘988 942 .°829 '635 '354 000
1°7  1°000 1000170001000 1060 = 991 850 ‘845 '653 ‘369 ‘000
1°8° 1 -1°000 117000 1°000 1'000 1°000 993 957 .859 ‘671 ‘384 ‘000
19 }'1°000 -1°0001'000 '1'000 1000  '994 . ‘964 ‘872 ‘688 ‘397 . ‘000
270 | 1°000 - 1°000-1°000 1°000 1000 = 996 . 969 884 705 ‘411 000

4. - Ventetiden ved Telefonopringninger (Fordelingssystem).

Medens en Mangde Centraler er indrettede som' ovenfor
antydet, foretraekker ‘man. dog - nu Systemer, hvor en Gruppe
paa & Telefonistinder er falles om en Del Abonnenter, enten
saaledes, at hver af disses Opringninger straks dirigeres til en
i Qjeblikket ledig Dame, eller saaledes, at hver Dame kan
lade enhver Opringning, hun modtager, men ikke straks kan
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ekspedere, gaa over til en i Qjeblikket ledig Dame. En Ven-
tetid fremkommer da kun, naar alle samtidig er optagne,

Lad os antage, at Gruppen paa & Damer har gennemsnit-
ig 1 Opringning i Tidsenheden; Ekspeditionstiden er ¢, og
vi ‘sgger Sandsynligheden for en” Ventetid mindre end 24 Til
Sammenligning ~betragter vi saa en Dame, der arbejder alene
med gennemsnitlig 1 Opringning 1 Tidsenheden, Ekspeditions-
tiden 7; her kender vi fra det foregaaende Sandsynligheden
for en Ventetid mindre end z;. Vi betegner i begge Tilfzelde
ved -7 et Tidsrum af vilkaarlig Leengde, umiddelbart forud for
en Opringning, og ved x Antallet af Opringninger i n®vnte
Tidsrum.  Man ser nu, at den sggte Sandsynlighed er Sand-
synligheden for, at man for ethvert sammenhgrende Veardi-
par 7 og x har:

xz‘d<(i7'+zd)a’+ fd(d-— I),

medens den tidligere fundne Sandsynlighed er Sandsynligheden
for, at man for ethvert sammenhgrende Vardipar 7 og x har:

x oty < T+ 2.

Nu-falder imidlertid de to Uligheder sammen, hvis

Zi proen i[[d’
og t(d —1)
d

31:Zd+

Altsaa finder man den spgte Sandsynlighed ved at gaa ind
i Tabellen ovenfor med disse Vzardier som Indgangstal.

Det er en Selvfglge, at det fundne ogsaa kan anvendes paa
Telefonforbindelsen mellem to Byer med 4 indbyrdes Lednin-
ger, naar Samtaletiden er Z.
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